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 چکیده
. این استحساب دیفرانسیل و انتگرال  ،مفهوم حد یکی از مفاهیم بنیادی در ریاضیات

، ال و سریهاانتگر ،مشتق ،همچون پیوستگیمفاهیمی بودن برای پیش نیاز  سببمفهوم به 
انجام شده  کیفیبه روش که  1ژوهش حاضرپدر ریاضیات برخوردار است.   ویژه یاز اهمیت
در مورد مفهوم حد در آموزان سال سوم متوسطه  های دانش به بررسی بدفهمیاست، 

 آموزان سال سوم متوسطه . جامعه آماری این تحقیق دانشپرداخته استشهرستان قوچان 
پسر  47شامل  این پژوهش، نفری  101نمونه  .بوده استاین شهر  رشته ریاضی و تجربی

آوری  گرد. ابزار ستا  ای انتخاب شده ای تک مرحله دختر، به شیوه تصادفی خوشه 47و 
 .گیردرا دربرمیسؤال از مبحث حد  11که محقق ساخته است ای اطلاعات پرسشنامه 

. نتایج بوده استپایایی سؤالات مورد تأیید  ،دست آمدههب 497/0باتوجه به آلفای کرونباخ 
 از مفهوم حد و پیوستگی است. آموزان دانشدرک ناقص  نماینگرحاصل از این تحقیق 

الزامی دانستن وجود  مقدار تابع و حد آن، میانعدم تمایز یک مرز،  مثابهتعبیر حد تابع به 
         اصطلاحات زبان و درک نادرست ازمقدار تابع برای وجود حد آن در یک نقطه، 

 به تابع حد تفسیر در ناتوانی و نهایتبی مفهوم درک عدم به کاررفته برای تعریف حد،
برخی . است حد مفهوم درک در آموزان دانش هایبدفهمی و مشکلات از آن نمودار کمک

 مفهوم درک عدم مثلاً. گرددمانند تابع برمی یمفاهیم دیگردرک به هم مشکلات  دیگر از
 بر درک مؤثرعوامل یک تابع، از  گوناگونی هابازنمایی میانناتوانی در ارتباط تابع و 

 از آموزان دانش درک که گفت توانمی خلاصه طور بهمفهوم حد است.  ازآموزان دانش
آموزان در این تحقیق نشان  همچنین دانش .است آنان مفهومی تصور بر متکی حد مفهوم

است  ییهاالگوریتم و که درک آنها از مفهوم حد، محدود به دستورات و روشها دهندمی
 .ده استکه به آنها آموزش داده ش

 آموزان، سوم متوسطه، آموزش ریاضی حد، دانشتابع، بدفهمی،  واژگان:کلید 
 ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ

 74/5/95تاریخ پذیرش:                11/11/97تاریخ دریافت: 

 e_reyhani@yahoo.com                               )نویسنده مسئول(                     دانشیار گروه ریاضی دانشگاه تربیت دبیر شهید رجایی* 
 zahra_sharifi1111@yahoo.com                                دانشجوی کارشناسی ارشد آموزش ریاضی دانشگاه تربیت دبیر شهید رجایی **

 soltanim60@yahoo.com                                                                               و دبیر ریاضیکارشناس ارشد آموزش ریاضی *** 

 .انجام گردیده است 1495در سال  19097این پژوهش با حمایت مالی دانشگاه تربیت دبیر شهید رجایی طبق قرارداد شماره . 1
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 مقدمه

که برخی از آنها ممکن  درک مفاهیم ریاضی در افراد، همواره با اشتباهاتی همراه بوده است

تمرکز، شتابزدگی در استدلال، اشتباه در حافظه یا خطا در توجه به  عدم سبباست صرفاً به 

تفسیرهای  ، بلکه حاصلباشد. یا ممکن است اصلاً ناشی از اشتباه نباشد مسئلهی خاص ویژگیها

نشانه درک نادرست و غلط از مفهوم  ممکن استنیز باشد. برخی دیگر از اشتباهات  مسئلهمتفاوت 

، بلکه خطاهایی هستند که کاملاً دقتی و عدم تمرکز نیست باشد که این اشتباهات حاصل بی

 نامند.  می 1آیند. این خطاها را بدفهمی و تصادفی به وجود نمی ندمند نظام

تصور یا دید اشتباه است که از درک غلط چیزی ناشی (، فکر، 7004)7آلن از نظربدفهمی 

یک مفهوم کاملاً  ۀبه عبارت دیگر ممکن است روابط شکل گرفته در ذهن فرد دربارشود.  می

یک مفهوم  ۀو صحت علمی نداشته باشد. برداشتها و تصورات نادرست ذهنی دربار باشدنامناسب 

و در زمانهای  متفاوتر گرفتن در موقعیتهای طریق تجربیاتی که فرد با قراریاضی ممکن است از 

آیند و  نه آنی به وجود می از این رو، است، به وجود آمده و شکل گرفته باشد،  مختلف کسب کرده

ای باشد که  پس باید آموزش و یادگیری مفاهیم ریاضی به گونه. شوندمینه به سرعت کنار گذاشته 

زمان با تشریح معنای مفاهیم به کار رفته ود را همخ 4آموزان کمک کند تصورات مفهومی به دانش

توان به یک تصور صحیح  می یشکل دهند. زیرا تصورات مفهومی ناصحیح را به دشواردر آن 

آموزان ایجاد شده  زمانی که به شکل منسجم و یکپارچه در ذهن و اندیشه دانش ویژهبه، تبدیل کرد

   (.1991، 7)ویلیامز باشد

ه با کبرای توصیف کلی ساختارهای شناختی  (1911) 6و وینر 5تال رااصطلاح تصور مفهومی 

که  اند امل تصاویر ذهنی و خواص و فرآیندهای وابستهش و کردندمعرفی  ،دناط داربمفهوم ارت

. (1494)محتشم، دنممکن است در طول سالها از طریق انواع تجربه ساخته شده و قابل تغییر باش

قرار دارد که با تصور مفهومی کاملاً متفاوت است. تعریف  4اصطلاح در مقابل تعریف مفهوماین 

تواند  کند. این تعریف می که آن مفهوم را مشخص میمفهومی به صورت شکلی از کلمات است 

خود  سوی ازرسمی و بر اساس یک نظریه ریاضی و منطبق بر آن باشد یا حتی شخصی بوده و 

                                                           
1.  Misconception 

2. Allen 

3. Concept image 
4. Williams 

5. Tall 

6.Vinner 
7. Concept definition 
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 ممکن تابع یک "تعریف مفهوم" لاًمث. ذهنی از آن مفهوم ابداع شده باشدشخص برای توصیف 

 یک به دقیقاً Aکه در آن هر عضو  B و  Aدو مجموعه  میانیک رابطه »که  باشد این طور است

 یادکنند ممکن است تعریف تابع را به . افرادی که با تابع کار می»شودنسبت داده مى B عضو از 

در  نیز را  های دیگرىبه هر حال ممکن است جنبه  "تصور مفهوم"نیاورند،  اما به یاد بیاورند یا 

اینکه چندین  و شود ضابطه مشخص میاین ایده که تابع به وسیله یک قاعده یا یک  ،مثلاًبرگیرد. 

به عنوان  تابع یا اینکه یک ؛دنی مختلف دامنه استفاده شوهافرمول متفاوت ممکن است در  بخش

نمودار یا   یک عنوان  تابع به  یا نگارد،را میB در    f(a) را به عنصرA در aعنصر   که عمل یک

امکان حضور در تصور مفهوم افراد را  هاتمام این .شود گرفته نظر در مقادیر جدولی از  به عنوان

ها  بدفهمی(. 1911یک در تصور مفهوم افراد قرار نگیرند)تال و وینر، دارند یا حتی ممکن است هیچ

تعریف مفهومی و تصور مفهومی صحیح از یک طرف و تصورات  میانشوند که  زمانی ایجاد می

 سازگاری وجود نداشته باشد.  ،شخصی و توصیفات ذهنی فرد از طرف دیگر

های  آموزان در درک و فهم آن با بدفهمی که دانشاست از مفاهیم ریاضی مفهوم حد یک تابع 

کاربردی ریاضیات است که پایه بسیاری از مفاهیم رو هستند. حد یکی از مفاهیم مهم و هروب بسیار

نهایت بزرگ و  بی مانندو به بسیاری از مفاهیم دیگر  آیدبه شمار میحساب دیفرانسیل و انتگرال 

در ریاضیات دبیرستان معمولاً از حد برای بیان رفتار شود.  نهایت کوچک و همگرایی مرتبط می بی

بررسی رفتار این تابع در نقاط روی صفحه و به ای از اعداد استفاده شده و  ک تابع، سری یا دنبالهی

و در آنالیز ریاضی برای حد در حساب دیفرانسیل و انتگرال شود.  نهایت پرداخته می یا در بی

زاده و  بخشعلی، گیرد )ریحانی تعریف مشتق، انتگرال و مفهوم پیوستگی مورد استفاده قرار می

 (.1497، نظری

 ویژه یبه دلیل ارتباط مفهومی حد با سایر مفاهیم ریاضی، آموزش و یادگیری آن از اهمیت

برخوردار است. در آموزش این مفهوم باید از روشهایی استفاده شود که در آن تصورات نادرست 

در مورد این مفهوم  آموزان دانش باورهای نادرست آگاهی معلمان از آموزان به حداقل برسد.  دانش

آموزش  یارتقادر  اساسی ینقش ،آموزان دانش های ی مناسب برای اصلاح بدفهمیهااتخاذ روشو 

آموزان  های دانش بدفهمیبندی  ، تشخیص، توصیف، تبیین و دستهپژوهشاین  هدفخواهد داشت. 

 از: ندا کنند عبارت . سؤالاتی که تحقیق حاضر را هدایت میاستدر این زمینه 

 آموزان سال سوم متوسطه چه درکی از مفهوم حد دارند؟ دانش .1

 آموزان سال سوم متوسطه در مورد مفهوم حد چیست؟ های رایج دانش بدفهمی .7

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

01
74

13
3.

13
95

.3
2.

4.
3.

5 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 q

jo
e.

ir
 o

n 
20

26
-0

6-
27

 ]
 

                             3 / 26

https://dor.isc.ac/dor/20.1001.1.10174133.1395.32.4.3.5
http://qjoe.ir/article-1-123-fa.html


 821فصلنامه تعلیم و تربیت شماره 
 

22 

 مبانی نظری تحقیق
بینی ریاضی آنان این است که  آموزان با مفهوم حد مشکل دارند و اساس جهان بسیاری از دانش

که با دنیای واقعیت و فعالیتهای روزمره  است محاسبات پیچیده ای از فرمولها و ریاضیات مجموعه
خاص توانایی درک آنها را ای ارتباط ندارند، از این رو ملموس و قابل درک نیستند و فقط عده 

ه از آموزان به سمت استفاد دارند. برخی از معلمان از ابتدای کار و بدون مقدمه با هدایت دانش
آموزان  کنند. دانش مفهوم حد دور می آنها را از درک درست ،مقدار حد دنهای پیداکر نمادها و رویه

ها دارند، بدون اینکه  کارگیری الگوریتمی فرمولها و رویهحدها را با به ۀنیز معمولاً توانایی محاسب
با تمرکز بر روشهای جبری و  ممکن است آموزان قادر به تفسیر نتایج کار خود باشند. بیشتر دانش

ل غیر معمول و ئل معمولی را حل کنند ولی برای حل مسائتمی برای محاسبه، بتوانند مساالگوری
(. 1،7006)جوتر هستندخاص از مفهوم حد باشد ناتوان  ییویژگیهاکه نیازمند درک  نامتعارف

فراگیران  دهد که با وجود تواناییتجربه تدریس نگارندگان مقاله در مدرسه و دانشگاه نیز نشان می
 سطحی و ناقص است. مفهوماین از  آنها حد، درک ۀپیچید محاسباتدادن انجام  در

های  آموزان از مفهوم حد منجر به بروز بدفهمی طور که اشاره شد، عدم درک صحیح دانشهمان
درک دیگر مفاهیم مرتبط با حد را نیز دچار مشکل کند. شود که ممکن است  در این زمینه می بسیار

نوعی بدفهمی را انجام گرفته است که هر کدام  بسیارها تحقیقات  جهت شناسایی این بدفهمی
گذارد. در این بخش ابتدا  صحه می کرده اندشناسایی  ی که دیگرانهای بدفهمی کند یا بر معرفی می

سپس به بررسی عوامل مؤثر در ایجاد این  ،کنیم میبیان ا های شناخته شده در زمینه حد ر بدفهمی
 ها خواهیم پرداخت. بدفهمی

 های شناخته شده در زمینه حد بدفهمی .8

 .ارائه شده است 1های شناسایی شده در این زمینه در جدول  بدفهمی
 (8418سلطانی، برگرفته از ) های شناخته شده در زمینه حد انواع بدفهمی .8جدول 

 ی حمایت کنندهپژوهشها تشریح بدفهمی نوع بدفهمی شماره

 2حد و مرز 8

 

حد تابع به واقع مرز و سر حد تابع است و  آموزان به تصور دانش

زمانی که حد مثلاً یعنی  تواند از آن مقدار فراتر رود. تابع هرگز نمی

 بیشتر نخواهد شد.  7است، مقدار تابع از مقدار  7تابع 

 .(7005)4جوردان(، 1991ویلیامز)

                                                           
1. Juter 

2. Does not exceed 
3. Jordaan 
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پنداشتهای نادرستی که از نمادها و اصطلاحات زیادی که برای بیان  حد و نماد 2

میل کردن به سمتِ . . . و نزدیک رود مانند:  تعاریف حد به کار می

آموز گفته  زمانی که مثلاً به دانش شود. .، ایجاد میشود به . .  می

رسد، در پی  شود ولی هرگز به آن نمی می a  نزدیک x شود می

xبه نماد هایی ایجاد خواهد شد که  آن بدفهمی a 

 مربوط است. 

(، 1916)و وینر  1دیویس

 ( 1991)7کارنو

زمانی که متغیر یک تابع به یک مقدار نزدیک  کنند برخی تصور می 4حد و حرکت 4

 ،کند شود، حد حرکت تابع را به سمت یک عدد توصیف می می

حد به مفهوم حرکت گره خورده است. این اتفاق در زمان  پس

دهد که برای آموزش حد در ابتدای  پرکردن جدولهایی رخ می

 شود.  آموز با آن مواجه می یادگیری، دانش

 7گوچلر ازنقل به ( 1991امز)ویلی

 (1991(، کارنو)7014)

کنند که یک تابع باید در یک نقطه تعریف شده  برخی تصور می حد و جایگزینی 2

باشد تا در آن نقطه حد داشته باشد یا حد تابع در یک نقطه 

همواره با مقدار تابع در آن نقطه برابر است یا حتی برخی آن را با 

تواند در  معتقدند که تابع فقط میمفهوم پیوستگی مرتبط دانسته و 

 نقاطی که پیوسته باشد حد داشته باشد.

 ( 7005جوردان)

نهایت و فرآیندهای نامتناهی  برخی تصورات مربوط به مفهوم بی 4نهایت حد و بی 4

آموزان قادر به فهم فرآیندهای نامحدود نیستند و  . چون دانشاست

ل مربوط به حد ئمسافقط از فرآیندهای معین و محدود برای حل 

آموز چون  نهایت، دانش مثلاً در محاسبۀ حدهای بی کنند. استفاده می

نهایت ندارد مانند عدد با آن برخورد کرده و در  درک خوبی از بی

 کند. عنوان عدد آن را جایگزین می تابع به

   (1996)و همکاران  6کوتریل

 

 غیر قابلحدِ  6

 7دسترسی

ای است که تابع نزدیک آن  کنند حد عددی یا نقطه برخی تصور می

مثلاً زمانی که حد تابعی در یک رسد.  ولی هرگز به آن نمیشود  می

توان آن را  کنند هرگز نمی آید، تصور می دست میهب 5نقطه عدد 

 است. 5در نظر گرفت بلکه عددی نزدیک  5برابر 

(، 1941) 1برگرنتال و شوارز

نقل به  ،(1991(، ویلیامز)1991کارنو)

 (7006(، جوتر)7014)گوچلر  از

 ها عوامل مؤثر بر ایجاد بدفهمی .2
عوامل متعددی در ایجاد این  دهد کهنشان می که در این زمینه انجام شده استی تحقیقات

شوند. از موانع  این عوامل مانع ساخت و سازهای مفهومی در مورد حد می اند وها دخیل  بدفهمی
 توان به موارد زیر اشاره کرد: شناخته شده می

  

                                                           
1. Davis  
2. Cornu 

3. Motion of the function 

4. Güçler 
5. Approaches infinitely without reaching 

6. Cottrill 

7. Approaches but it never gets to touch or exceed 
8. Tall & Schwarzenberger 
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  1هامشکلات ناشی از طرحواره (الف

آموزان ریشه در ساختارهای ذهنی آنها دارد. این ساختارهای  اشتباهات مفهومی دانش اغلب

ها در مورد مفهوم حد  مؤثر در ایجاد بدفهمی یهای ذهنی عامل ذهنی یا به عبارت دیگر طرحواره

زیر  شکلآموزان را به  های ذهنی دانش چند نوع از تأثیرات طرحواره (1417. گویا و حسام)هستند

 اند: کرده بیان

آموزان  های قبلی دانش همواره طرحواره: جدیدهای پیشین در یادگیری  مداخله طرحواره. 8-الف

( 1997)7اولیور .که در ذهن آنها شکل گرفته ممکن است یادگیری آنها را تحت تأثیر قرار دهد

تمایل عموماً های ذهنی خود را بازسازی کنند،  طرحوارهآموزان به جای آنکه  معتقد است دانش

مثلاً زمانی . سازندو با آنها منطبق  کنندجذب  موجود خودهای  های جدید را در طرحواره دارند ایده

)آموز حد تابع  که دانش )
x

f x
x






2 9

3
xزمانی که   را     ۀکند، طرحوار محاسبه می 6برابر 

x نقطه ذهنی او از حد در  3  در حل این مسئله مداخله کرده و باعث ایجاد این اشتباه شده

 است.

آموز با یادگیری  در این حالت دانش: های قبلی مداخله یادگیری جدید در طرحواره. 2-الف

آنها را  ،از آن پیشد که شوها و اشتباهاتی در مورد مطالب گذشته می مطالب جدید، دچار بدفهمی

را تحت تأثیر قرار  پیشین ۀجدید است که طرحوار ۀطرحواریعنی در این حالت  ،نداشته است

، محاسبه حد توابع گویا در یک "نهایت حد در بی"آموزی که قبل از آموزش  دهد. مثلاً دانش می

در مورد حدهایی که به  نهایت کند، پس از آموزش حد در بی نقطه را عددی ثابت محاسبه می

قبلی  ۀجدید است که طرحوار ۀ. در این زمان طرحوارشودمیرسند، دچار تناقض  می جواب 

 .کندمیرا دچار مشکل 

قرار  مسئلهآموز در موقعیت حل  زمانی که دانش: نامناسب ۀبازخوانی یک طرحوار. 4-الف

که به کارگیری آنها برای حل کند هایی را در ذهن خود بازخوانی و فعال  باید طرحوارهگیرد،  می

نامناسب استفاده  ۀاز طرحوارای  مسئلهآموز برای حل  ممکن است دانش گاهیمفید باشد.  مسئله

)آموز حد تابع  مثلاً زمانی که دانش د.شوبروز یک اشتباه مفهومی  سببکند و  )
x

f x
x






2

2

4

25
در را  

نهایت را به طور نامناسب  ، ممکن است طرحواره حدهای بیکند محاسبه می 1برابر  5نقطه 

  بازخوانی کرده باشد.

                                                           
1. Schema 
2. Olivier 
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 مشکلات ناشی از روشهای آموزشی غیرمؤثر( ب

آموزش این مفهوم  ۀیکی از عوامل تأثیر گذار بر عدم یادگیری و درک ناصحیح مفهوم حد نحو

 میانفراهم ساختن تعادل و توازن به جای  ،ای بر دانش رویهنامناسب و بیش از اندازه و تأکید 

در  بر دانش رویه ایمعلمان  بیشتر در کتابهای درسی و توجه و دانش رویه ای دانش مفهومی

د که ضمن نآموزان وجود دار . طیف وسیعی از دانشاستبحثهای کلاسی و ارزشیابی تحصیلی 

ط کامل بر روشهای الگوریتمی و جبری که با بازنماییهای دیگر مفهوم مثل گرافیکی و هندسی تسل

دست آمده از هنتایج ب بنابر. می آموزندمفاهیم را بدون درک مفهومی آن  بیشترسازگاری ندارد، 

ادل مفهومی تع درکهای الگوریتمی و  رویه میانآموزان باید  تحقیقات برای آموزش مفاهیم به دانش

روشهای  کارگیریبا بهمشتق و انتگرال  ،پیوستگی ،حد مفهوم مثلاًایجادکرد تا معنای مفاهیم 

و  4ایلیااز نقل ، به (1994) 7سوو( و بر1991) 1وآرتیگ[ الگوریتمی قدرتمند پوشیده نشود

 .  ](7009)همکاران

 یندهای انتزاعی و ساختن مفهومآمشکلات ناشی از فر( ج

شود که بر تعاریف  لی شروع میئبا مفهوم حد، با مساآموزان  برخورد دانش نخستینمعمولاً 

کند، بلکه بر خواص متنوع شهودی مفهوم حد تکیه دارد. با چنین شروعی اغلب  تکیه نمی

رسند که تعاریف حد را بدون  و به این باور می کنندمیتصوراتی از پویایی حد پیدا آموزان  دانش

همچنین تأکید بر فرآیندهای انتزاعی اند.  ه نتایج مفهومی رسمی حد درک کردهنیاز به دستیابی به هم

ایجاد تصاویر ذهنی از حد  سببحد وجود دارد که در آموزش اولیه ...« نزدیک شدن به »مانند 

 سببنهایت  شود که با تعاریف رسمی از حد سازگاری ندارد و توسعه این تصاویر از حد و بی می

  د.شو ها می ایجاد بدفهمی

 مشکلات به وجود آمده در برخورد با تعریف رسمی حد( د

مفاهیم پویایی  آموزان باید از رسد که دانش مشکل اساسی در مفهوم حد زمانی به اوج خود می

 نخستدانیم در آموزش مفهوم حد  حد بگذرند و به مفاهیم رسمی برسند. همانطور که می

آن برای  مانندو ...« ه ـشود ب زدیک میـن»و  ...« د به سمتِ ـکن میل می» لاتی مانند ــجم

آموزان حتی بعد از آموزش رسمی حد، هنوز هم بر همان معانی  شود. دانش آموزان معنی می دانش

حد، حرکتی است به »یا « رسد؟ آیا تابع به حد خود می» مانندهایی  بدفهمیکنند و  اولیه تکیه می

                                                           
1. Artigu 

2. Broussea 
3. Elia 
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ها در  این بدفهمیشود.  برای آنها ایجاد می« ممکن است به آن برسد یا نرسدسمت یک شیء که 

تعاریف رسمی که با  مطرح شدنآموزان از تعریف رسمی حد مؤثر است. بنابراین  درک دانش

وزان در درک آن دچار آم دانش شود می سببرد اهای شهودی و پویایی از حد سازگاری ند ایده

های آنها نمادها و اصطلاحات موجود در تعریف رسمی هم اضافه  و به بدفهمی شوندمشکل 

  (.7009، و همکاران شود )ایلیا می

   پیشینه تحقیق

زان در این زمینه، آمو یت و جایگاه مفهوم حد در ریاضیات و مشکلات دانشسبب اهمبه 

که بخشی از آنها به نحوه در سراسر دنیا در مورد این مفهوم انجام گرفته است  تحقیقات متعدد

ایجاد  یها آموزش این مفهوم و بخشی دیگر از تحقیقات به شناسایی انواع مشکلات و بدفهمی

( اشاره کرد که تأثیرات زبان 1991)1قانامونتحقیق توان به  این تحقیقات می میانپردازد. از  شده می

بهِ.......نزدیک »، «کند. به سمتِ......میل می»هایی مانند  واژه ۀآموزان دربار را بر باورهای دانش

ها  آموزان این واژه بررسی نمود و مشاهده کرد که دانش« حد»و « گردد. در.......همگرا می»، «شود. می

 برند.  شکلهای متفاوت به کار می هرا ب

از  برخی .ن پرداختآموزا ها در ذهن دانش تحقیقی به بررسی بدفهمی در( نیز 1991کارنو )

حد  "، "حد غیر قابل دسترسی است." کارنو به آن پی برده است عبارت اند از: ی که ها بدفهمی

حد " کرد مدل بیاننامید و  7. او آنها را مدلهای خود انگیخته"حد متحرک است. "و  "مرز است.

، هر دو مغایر با تعاریف رسمی حد و نتیجه درک "حد مرز است"و  "غیر قابل دسترس است

، گرچه مدل دقیقی نیست و ممکن «حرکت»مفهوم حد به  عنوان  ، امااستنادرست مفهوم حد 

معقول و مفید  یتواند مدل آموزان از تعریف رسمی تأثیر منفی بگذارد ولی می است بر درک دانش

 باشد.

و باورهایشان در  تفکراتآموزان در منشأ  که دانش ای نشان داد ( در مطالعه7000) 4لیکیدز

ای از حقایق  مجموعه راآموزانی که ریاضی  شوند. دسته اول، دانش ریاضیات به دو دسته تقسیم می

کنند که ریاضی غیر قابل  و ادعا می به شمار می آورندها برای حفظ کردن و به کار گرفتن  و رویه

شوند قائل نیستند. این گروه را  این حقایق اثبات می باهایی که  قضیهدرک است و ارزشی برای 

توان با استدلالهای ریاضی یا مثالهای نقض متقاعد کرد، زیرا استدلالهای ریاضی اغلب ریشه در  نمی

                                                           
1. Monaghan 

2. Spontaneous 
3. Szydlik 
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آموزان اغلب  . این دسته از دانشهستندشخص ای از معیارهای م د که مجموعهندار یتعاریف دقیق

ها و  چرا از برخی از این رویه دانندنمیه کنند و حتی ئمنسجم از تابع یا حد ارا یتوانند تعریف نمی

آموزان در مورد  هایی که در این گروه از دانش کنند. بدفهمی ل حد استفاده میئفرمولها برای مسا

 .استسترس بودن و مرز بودن حد شود، غیر قابل د مفهوم حد ایجاد می

این ویژگی برای آنها  .کنندقلمداد میرا منطقی و سازگار  ریاضیآموزانی که  دسته دوم دانش

تناقض را فراهم  بدونل حد و تصاویر مفهومی ئامکان دستیابی به تعاریف رسمی، قدرت حل مسا

کنند و احتمال بیشتری دارد  ه میئاتری از حد ار آموزانی با این باور تعاریف منسجم سازد. دانش می

 باورهایی از متحرک نبودن حد داشته باشند.

ای، عملکرد دانشجویان سوئدی در حل مسائل مربوط به حد را  مطالعه درنیز ( 7006جوتر )

که درس حساب دیفرانسیل را انجام شده است است. این مطالعه روی دانشجویانی  کردهبررسی 

د که تصور مفهومی آنان از مفاهیم حساب دیفرانسیل، روی رحکایت از آن داها  یافته .گذراندند می

می آنها در مورد گمفهومی آنان از حد، نشان از سردر ورثیر گذاشته است. تصأحل مسئله آنها ت

نگرش  میانمفهوم حد دارد. یکی دیگر از اهداف این تحقیق بررسی رابطه  متفاوتی ویژگیها

 دهدمیاست. نتایج نشان  بوده دانشجویان به ریاضیات و توانایی آنها در حل مسائل مربوط به حد

کنند. همچنین  که دانشجویانی که نگرش مثبت به ریاضی دارند، در حل مسائل حد بهتر عمل می

دارد بسیاری از دانشجویان، دانش کافی در مورد حدها برای حل و توضیح راه حلهای غیر استان

 اند. دست آوردههمسائل ندارند زیرا برخی از آنان پاسخهای صحیح را از طریق استدلال اشتباه ب

کنند و چه نوع  آموزان چگونه مفهوم حد را درک می که دانش( در مورد این7005وردان )ج

 متوسطه آموزان سال سوم کیفی روی دانش -تصورات غلطی از مفهوم حد دارند پژوهش کمی 

 صورت زیر است : ههای او ب داد که یافته انجام

 دانند و این  آموزان حد را به عنوان یک مقدار غیر قابل دسترس می شاهده شد که دانشم

ممکن است به دلیل زبان مورد استفاده در بسیاری از کتابهای درسی برای توصیف حد 

 باشد. 

 کنند که یک تابع باید در یک نقطه تعریف شده باشد تا در  آموزان فکر می بسیاری از دانش

 آن نقطه دارای حد باشد. 

 تواند دارای حد  کنند که تابع فقط در نقاط پیوستگی می آموزان تصور می بعضی از دانش

 باشد و در نقاط ناپیوسته حد ندارد. 
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  بر با مقدار تابع در کنند که حد تابع در یک نقطه ، همیشه برا فکر می دانش آموزانبرخی از

 آن نقطه است. 

 کنند که حد ، یک نقطه مرزی است .  تصور می دانش آموزاناز  برخی همچنین 

ها  ثیرگذار متعددی در بروز این بدفهمیأعوامل تدست آمده از تحقیقات، هبا توجه به نتایج ب

شناخت و درمان  زمینهمفهوم حد، لازم است در  ویژهبا توجه به اهمیت است. دخالت داشته 

انجام شده  یهابا وجود پژوهشتر برداشته شود.  محکمحساب شده و های احتمالی گامهای  بدفهمی

پژوهش حاضر قصد دارد وضوح مشهود است. هب تحقیقی مشابه در ایران در جهان، جای خالی

 نقطه شروعی برای مطالعه در این زمینه دربخشی از وضعیت موجود را به تصویر بکشد و 

 کشورمان باشد.

 حقیق روش ت

آموزان در مورد  های دانش در تحقیق حاضر به بررسی و شرح چگونگی و توصیف نوع بدفهمی

 از نظر اجرا کاربردی و یتحقیقتوان می از نظر هدف را این تحقیقایم.  مفهوم حد پرداخته

به عبارت دیگر این پژوهش به توصیف شرایط و وضعیت فعلی  .به شمار آوردپیمایشی -توصیفی

. نمونه بوده استاین تحقیق، روش توصیفی  دادن ترین روش برای انجام پردازد. بنابراین مناسب می

آموزان پایه سوم تجربی و ریاضی شهرستان  دختر( از دانش 47پسر و  47نفر ) 101مورد مطالعه 

 اند. ای انتخاب شده تک مرحله که به شیوه تصادفی بودندقوچان 

 یند تحقیقآفر

و مقالات  منابعاز با استفاده پرسش داشته و  51نخست  کهآوری اطلاعات پرسشنامه گردابزار 

تدریس حسابان در سطح  با تکیه بر تجربهو مرتبط، کتابهای حسابان و ریاضی سوم متوسطه 

. در ندکنار گذاش را سؤال 14با بحث و بررسی  مولفان . در این مرحلهه بودتهیه شد دبیرستان

ن کتابهای اتن از آنها از مؤلف سهآموزش ریاضی ایران که ریاضی و تن از اساتید  پنج مرحله دوم

. همچنین از دادندمورد بررسی و تجزیه و تحلیل قرار سؤالها را  هستند،درسی ریاضی دبیرستان 

گیری بهره ن(ز 7رد و م 7)ضی شهرستان قوچانریا از دبیران مجرب شش تنتجربیات آموزشی 

 گیری بیشتربهره. برای داشته اندتدریس درس حسابان سابقه سال 70  بیش ازکه همگی  شده است

در مورد چارچوب تحقیق، هدف با آنها به صورت انفرادی ، نخست از نقطه نظرات دبیران ریاضی

در جلسات گروههای پس از آن دیگر پژوهش حاضر مذاکره شد،  ویژگیهایآن، آزمون مقدماتی و 

  سؤالات آزمون مقدماتی مورد بحث و بررسی قرار گرفت. از برخی  ،صورت گروهی آموزشی به
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سؤال  11شامل  آزمونی اصلاحات لازم دادن دیگر حذف شد و با انجام سؤال 16 ین ترتیبه اب

که خارج از نمونه  ز در یکی از دبیرستانهای قوچاندانش آمو 70 شرکتبا طراحی شد. این آزمون 

 اصلی بودند، اجرا شد.

   و ، از ضریب آلفای کرونباخهابرای نشان دادن پایایی و قابلیت اعتماد ابزار گردآوری داده

ها یا گیری پرسشنامهدو استفاده شده است. این روش برای محاسبه هماهنگی درونی ابزار اندازهخی

آموزان  رود. ابتدا پاسخهای دانشکار میهکنند، بگیری میای مختلف را اندازهویژگیهآزمونهایی که 

آموزان، چون سؤالات  آزمون تشریحی بود ابتدا  کدگذاری شد. به منظور کدگذاری پاسخهای دانش

به  ردید.  نهایتاًبرای سؤالات اتتخاب گ 0و  1های   داده شد و کد 4تا   0به سؤالات نمرات بین 

به دست آمد که  61/0که مقدار آن عدد  شدنباخ محاسبه ومیزان آلفای کرSPSS  کمک نرم افزار 

ن روشهای تحقیق، آزمون از پایایی قابل قبولی برخوردار نبود. لذا با تجزیه و انظر متخصص از

یز، تعدادی از سؤالات به یتمضریب ی پراکندگی و ضریب دشواری و هاتحلیل جداول شاخص

سؤالات آزمون نهایی انتخاب گردید. مجدداً  برایسؤال  11حذف و تعداد  SPSSکمک نرم افزار 

و  7که با توجه به جدول  شدبرای این سؤالات نیز ضریب دشواری و تمیز و آلفای مربوط محاسبه 

، سؤال 4تیب با حذف تعداد ین تره اشد. ب 0.497به  0.614منجر به افزایش آلفای کرونباخ از  4

آلفای محاسبه شده به میزان قابل توجهی رشد داشته که این مقدار بیانگر پایایی بالا و قابل قبول 

 سؤال روی نمونه اصلی انجام گردید. 11آزمون است. پس از تأیید پایایی، آزمون اصلی با تعداد 

 ت مرحله اول آزمونسؤالاشاخصهای آماری  .2ل جدو

 ضریب تمییز ضریب دشواری هاگویه ضریب تمییز ضریب دشواری هاگویه

8 74/64 44/5 2 27 25/5 

4 25/61 27/5 2 45/41 41/5 

4 42 21/5 6 42 64/5 

7 45/62 26/5 1 44 66/5 

1 74/27 24/5 85 74/27 24/5 

88 82 24/5 82 22 24/5 

84 74/61 27/5 82 74/41 22/5 

84 45/74 6/5 86 72 86/5 

87 21 21/5 81 46 2/5 
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 جدول شاخصهای پراکندگی .4جدول 

 میانگین واریانس انحراف معیار تسؤالاتعداد 

81 094/6 14/44 66/44 

88 74/4 19/57 70/79 

کلی طراحی شده بود که بخشی از سؤالات به مفاهیم کلیدی و سؤالات آزمون در دو قالب 

گذاریها و علائم ریاضی مرتبط با آن مربوط  بنیادی حد و اصطلاحات متداول و نمادها و نشانه

قبل از شروع پردازد.  است و بخش دیگر به تفسیر حد با استفاده از نمودارها و رسم شکل می

در سؤالاتی که احتیاج به توضیح دارند، پاسخهای دقت تمام  آموزان خواسته شد با آزمون، از دانش

است این  شدهخاص طراحی  یسؤالات که هر کدام به منظورپاسخ بودن -بازخود را توجیه کنند. 

. همچنین برای بررسی میزان درک شوندها نمایان و شناسایی  کند که بدفهمی امکان را فراهم می

رسم نمودار یا محاسبه حد از روی نمودار یا  مرتبط باتی آموزان از مفهوم حد نیز سؤالا دانش

و  برسدکه ضعفهای محاسباتی به حداقل  طوریمفاهیم مرتبط با پیوستگی گنجانده شده است به 

و تأثیر شوند تر  ها عینی ها پیدا نکنند و یافته عوامل دیگر فرصت عرض اندام در قالب بدفهمی

 عوامل دیگر ناچیز گردد. 

 ی پژوهشها یافته

 پردازیم.  در این قسمت به تجزیه و تحلیل برخی از سؤالات آزمون می

 

 

 

 

 یها با یکی از انواع بدفهمیری طراحی شده است که وهر یک از قسمتهای سؤال اول ط

 ارائه شده است. 7رتبط باشد. تجزیه و تحلیل سؤال یک در جدول م 1شناسایی شده در جدول 
  

 کدام یک از موارد زیر در مورد مفهوم حد درست و کدام یک نادرست است؟ )برای جواب هر قسمت دلیل بیاورید.(.8سؤال 

 برای به دست آوردن حد یک تابع در یک نقطه، کافی است مقدار تابع در آن نقطه را حساب کنیم. .8-8

 کند.  به سمت عدد خاصی حرکت می xکند، هنگامی که مقدار که چگونه مقدار تابع تغییر می کندحد توصیف می .8-2

 شود.آن نمیتر می شود، ولی مساوی حد، عددی است که مقدار تابع به آن نزدیک .8-4

 .خاصی وجود نداشته باشد حد تابع می تواند در نقطه .8-2
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 8تجزیه و تحلیل سؤال  .2جدول 

 1-7 1-4 1-7 1-1 شماره سؤال

 درصد فراوانی درصد فراوانی درصد فراوانی درصد فراوانی

آنهایی که معتقد 

بودند این جمله 

 است. درست

74 75% 4 6% 70 11% 77 70% 

آنهایی که معتقد 

بودند این جمله 

 درست نیست.

61 67% 90 14% 17 44% 14 46% 

آنهایی که هیچ 

پاسخی به این 

 ندادند.قسمت 

14 17% 11 10% 7 4% 4 7% 

 100 101 100 101 100 101 100 101 جمع

 مفاهیم جز به ریاضى مفاهیم  تمام ،(1411  ،جوادیاز  نقلبه  ،1919) دریفوس و وینر گفته به

     معرفى آموزان دانش به بار چند یا یک هاآن از بسیارى که هستند رسمى تعاریف داراى اولیه،

 یک عنوان به بحث مورد ریاضى اشیاى تشخیص براى آموزان دانش معمولاً که درحالى. شوندمى

 یک مبناى بر موارد، از بسیارى در و کنندنمى استفاده را تعریف عملاً مفهوم، آن از نامثال یا مثال

 مفهوم تصورکه  دارندمى اظهار همچنین( 1919)دریفوس و وینر. گیرندمى تصمیم مفهوم، تصورِ

. است مفهوم آن از یىهانامثال و هامثال با وىۀ تجرب حاصل مفهوم، یک از دانشجو/ آموز دانش

     نظر در مفهوم از یىهامثال عنوان  به دانشجو/ آموز دانش که ریاضى اشیاىۀ مجموع درنتیجه

  ،جوادی از نقلبه )نیست ،کندمی معینآن  تعریف که ریاضی اشیا مجموعه همان الزاماً ،گیردمی

شود، پاسخهای نادرست در هر قسمت بیش از هر  همانطور که در جدول نیز مشاهده می(. 1411

ثر از تعریف رسمی حد أدهنده این است که درک دانش آموزان از حد بیشتر از آنکه مت چیزی نشان

تابع یا  تجربه بررسی مقادیر مختلف یک مثلاًباشد، برگرفته از تجربیات متفاوت آنها از حد است. 

به آنها یا توضیحاتی که برای مفهوم میل کردن  هاست آوردن مقدار حد به کمک برخی الگوریتمدهب

 ها هستند.یی از این تجربههابخش داده شده است،

 

 
 است به چه معناست؟ lکند برابر عددی مانند  میل می aبه سمت عدد  xقتی و f. به زبان ساده توضیح دهید حد تابع2ل سوا
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آموزان خواسته شده است تا فهم خودشان را از تعریف حد یک تابع بیان  در این سؤال از دانش

در  7تجزیه و تحلیل سؤال ای و بدون بیان نمادها مطرح شده است.  با زبان محاورهکنند. این سؤال 

 ارائه شده است. 5ل جدو
 2تجزیه و تحلیل سؤال  .4جدول 

 درصد فراوانی نوع

 %46 49 پاسخ درست

 %67 69 پاسخ نادرست

 0 0 بدون پاسخ

 %100 101 جمع

طور که مشاهده آموزان به آن پاسخ داده بودند ولی همان این سؤال تنها سؤالی بود که همه دانش

. بقیه پاسخها کرده بودندآموزان درک درستی از مفهوم حد تابع را بیان  % کل دانش46فقط  شود می

عدم درک یا درک ناقص از مفهوم حد تابع است. برای نمونه برخی پاسخهای  ۀدهند نشان

 ارائه شده است. 6جدول شماره در آموزان  دانش
 2آموزان به سؤال  هایی از پاسخهای دانش نمونه .6جدول 

 نوع پاسخ پاسخها ها نمونه

 نادرست شود.خیلی بزرگ می Lنزدیک می شود آنگاه  aبه  xهرگاه  مریم

 نادرست شود.به صفر نزدیک می Lنزدیک می شود یعنی این که   aبه عدد  xوقتی  فاطمه

 نادرست پیوسته است.  x=L این تابع در محدثه

 نادرست شوند.شوند یا از هم دور  میاین بدان معناست که آیا به هم نزدیک می رضا

 درست برابر گرفت. L توان آن را با  شود که می نزدیک می Lیعنی مقدار تابع آنقدر به  سپهر

 نادرست شود.نهایت نزدیک مییعنی تابع به بی مجید

 

  
). شکل تابع 4سؤال  )

x
f x

x






2 9

3 9
 را رسم کرده و به سؤالات زیر پاسخ دهید. 

xالف( دامنه تعریف تابع چیست؟                                ب( آیا این تابع در  3 )پیوسته است؟ )با ذکر دلیل 

xج( آیا حد تابع در  3             موجود است؟ 

xاید حد تابع در  پاسخ مثبت دادهد( اگر به مورد ج  3    تابع در مقدار( هچند است؟ x 3 است؟         چند 
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آموزان خواسته شده تا نمودار تابعی را  شود در این سؤال از دانش طور که مشاهده میهمان

د که در یک نقطه تعریف نشده است و از روی آن در مورد وجود حد و پیوستگی و مقدار رسم کنن

xتابع در  3  .ارائه شده است. 4در جدول  4تجزیه و تحلیل سؤال بحث کنند 
 4تجزیه و تحلیل سؤال . 7جدول  

 درصد فراوانی نوع

 %70 71 پاسخ درست

 %44 49 پاسخ نادرست

 %4 1 بدون پاسخ

 %100 101 جمع

در رسم  آنها عملکرد ضعیف سؤال،آموزان به این  نکته قابل توجه در بررسی پاسخهای دانش

یابی به رسم تابع پرداخته بودند،  آموزان که با نقطه برخی از دانش میاننمودار تابع بود. حتی در 

آموزان در  اندکی توانسته بودند شکلی تقریبی از تابع رسم کنند. این عملکرد ضعیف دانش شمار

ها در مفهوم حد  پاسخ به این سؤال مربوط به بازنمایی گرافیکی تابع است که در ایجاد بدفهمی

در درک  ی، مانعهاکه عدم درک برخی از پیش نیاز دهدمینشان  سؤالبررسی این  تأثیر نیست. بی

ودار تابع و فقدان م. به طور نمونه درک ناقص از مفهوم تابع و ناتوانی از رسم ناستمفهوم حد 

 درک مفهوم حد دارد.  عدم بسزا در یتاثیر ،ی متفاوت تابعهامهارت کافی در کار با بازنمایی

 آموزان در ادامه ارائه شده است:  ای از پاسخ دانش نمونه

4آموزان به سؤال  دانشنادرست  بازنویسی شده پاسخ  ۀنمون  
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آموزان  پردازد که نمودار آن در اختیار دانش نهایت می این سؤال به بررسی رفتار تابعی در بی

نهایت  توان به حد و بی های مشاهده شده در این سؤال را می بیشترین بدفهمیقرار گرفته است. 

توان یپندارند و حتی اعتقاد دارند که مبرخی از دانش آموزان بی نهایت را یک عدد مینسبت داد. 

 ارائه شده است. 1جزیه و تحلیل این سؤال در جدول تدست آورد. همقدار تابع را به ازای آن ب
 2تجزیه و تحلیل سؤال  .1جدول 

 درصد فراوانی نوع

 %14 17 پاسخ درست

 %49 15 پاسخ نادرست

 %1 9 بدون پاسخ

 %100 101 جمع

 ارائه شده است: 9در جدول شماره  آموزان برای نمونه برخی از پاسخهای دانش
 2آموزان به سؤال  هایی از پاسخهای دانش نمونه .1جدول 

 نوع پاسخ پاسخها ها نمونه

 نادرست شود.تر میشود، تابع کوچکخیلی بزرگ می xهر گاه  مینا

 نادرست شود.نهایت نزدیک مینیز به بی  f(x)نهایت نزدیک شود، به بی xهر گاه  احمدرضا

شده دارد. در این مورد  را پیدا کنیم ولی مقدار آن بستگی به فرمول تابع داده   (∞)fتوانیم ما می زهرا

 رسد.یابد تابع به صفر میافزایش می xخاص، زمانی که

 نادرست

 درست شود.  تر میشود، تابع به مقدار صفر نزدیک زیادتر می  xهر چقدر مقدار رحیم

   

 

). اگر شکل تابع  2سؤال  )f x  به صورت زیر باشد 

limاز   ( )
x

f x


0  فهمید؟ چه می   

 

x  ه کنید که حد آن تابع در نقطهئ. مثالی از یک تابع همراه با شکل آن ارا4ل سؤا 1  مساوی1 .باشد 
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 بودهآموزان نسبت به ارائه ضابطه و نمودار تابعی  هدف از طرح این سؤال سنجش توانایی دانش

حقیقت این سؤال به در  که حد آن به صورت عبارت نمادین و به زبان ریاضی داده شده است.

تواند  تنوع پاسخها در این سؤال می سنجد. آموزان را می نوعی توانایی طرح مسئله دانش

ارائه شده  10در جدول  5را به معرض نمایش قرار دهد. تجزیه و تحلیل سؤال  بسیارهای  بدفهمی

 است.
 4تجزیه و تحلیل سؤال  .85دول ج

 درصد فراوانی نوع

 %16 14 پاسخ درست

 %61 66 پاسخ نادرست

 %74 75 بدون پاسخ

 %100 101 جمع

ند ه اآموزان قادر بود % دانش16شود، فقط  مشاهده می 10شماره طور که در جدول همان

 ناشی ازنادرست در مسئله دارا باشد. بقیه پاسخهای را نموداری از تابعی ارائه کنند که شرایط لازم 

. دو نمونه از پاسخهای ه استبه آنها اشاره شد 1 که در جدول ههایی بود از انواع بدفهمی

در نمونه پاسخ نادرست دانش آموز تنها به  شده است. ارائهآموزان به این سؤال در ادامه  دانش

ی یک مسئله باز پاسخ به حساب می آید و کمتر در سؤالمقدار تابع توجه کرده است. چنین 

هم  سؤالزان در این گیرد. عملکرد دانش آمومورد استفاده قرار می های درس و ارزشیابیهاکلاس

مستقیم بر درک دانش آموزان از مفهوم حد  یکه تصور مفهوم دانش آموزان تاثیردهد مینشان 

 دارد.

 7شماره  پاسخ نادرست نمونه                                        1شماره پاسخ درست نمونه               
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آموزان در تفسیر نمودار و یافتن حد چپ  هدف از طرح این سؤال سنجش میزان توانایی دانش

توان به  در این قسمت را می درست. پاسخهای نابوده استو راست و مقدار تابع از روی نمودار 

های حد و حد چپ و راست و پیوستگی تابع  عدم درک صحیح نمودار توابع و علائم و نشانه

)نسبت داد. اکثر پاسخهای نادرست در این قسمت مربوط به یافتن  )f
1

از روی نمودار و حد تابع  2

بهتر از عملکرد  1 ۀتن حد چپ و راست در نقطآموزان در یاف . عملکرد دانشاستدر نقطه صفر 

 1است که احتمالاً علت آن ناپیوسته بودن تابع در نقطه ( 0صفر ) آنها در یافتن حد تابع در نقطه

 ارائه شده است. 11در جدول  6است. تجزیه و تحلیل سؤال 
 6تجزیه و تحلیل سؤال  .88جدول 

 درصد فراوانی نوع

 %65 40 پاسخ درست

 %71 40 نادرستپاسخ 

 %4 1 بدون پاسخ

 %100 101 جمع

6آموزان به سؤال  نمونه بازنویسی شده پاسخ دانش  

 

 

 

 
 

). با توجه به نمودار6سؤال )f x آورید. دستهمقادیر خواسته شده را ب 

limالف(     ( )
x

f x1
limب(               ( )

x
f x1

 

lim    ج(     ( )x f x0
)    د(              )f

1

2
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. در بررسی بوده استمانند سؤال قبل تفسیر حد از روی نمودار هدف مسئله  نیزدر این سؤال 

را به عنوان گزینه نادرست  (الف) گزینه آموزان % دانش77حدود در پاسخهای مربوط به این سؤال 

بوده  1اند، احتمالاً دلیل این انتخاب بدفهمی مرتبط با عدم پیوستگی تابع در نقطه  انتخاب کرده

دهنده عملکرد  است که نشان (ب) ۀ% دیگر از پاسخهای نادرست مربوط به انتخاب گزین14. است

خها مربوط به انتخاب گزینه % دیگر پاس45. استضعیف این گروه در تفسیر حد از روی نمودار 

 این انتخاب ناتوانی در تعیین حد و مقدار تابع در نقطه دلیلبه عنوان گزینه نادرست بود که  (ج)

 یقادر بودند درک )د(آموزان با انتخاب گزینه  % از کل دانش74. در مجموع فقط است (0صفر )

گزینه درست مستلزم بررسی دقیق  انتخاب ، زیرادرست از حد تابع را در این قسمت نمایان سازند

 ارائه شده است.  17در جدول  4. تجزیه و تحلیل سؤال استهای دیگر  گزینه
 7تجزیه و تحلیل سؤال  .82جدول 

 درصد فراوانی نوع

 %74 76 پاسخ درست

 %47 49 پاسخ نادرست

 %4 4 بدون پاسخ

 %100 101 جمع

 

  

). برای تابع 7سؤال  )f x کدام مورد نادرست است؟ 

limالف(  ( )x f x 1 1 

lim ب( ( )
x

f x


2
2 

limج(  ( ) lim ( )
x x

f x f x  


0 0
        

lim د( ( )x f x 1 2 
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 7آموزان به سؤال  دانشمونه بازنویسی شده پاسخ ن

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

lim. رابطه 1 ( ) ( )x f x f 1  در مورد کدام یک از توابع زیر صادق است؟   1

 

 A,B,C ه(                       A,B,Dد(                        C ج(                        B ب(                      Aالف( 
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خاص مورد ارزیابی قرار  ۀآموزان از پیوستگی تابع در یک نقط میزان درک دانشدر این سؤال 

درک درست از مفهوم حد و  ۀدهند به عنوان پاسخ درست نشان (ب)گرفته است. انتخاب گزینه 

ها را در این زمینه آشکار  های دیگر انواع بدفهمی ولی انتخاب هر یک از گزینه بودهپیوستگی تابع 

 ئه شده است.اار 14در جدول  1کند. تجزیه و تحلیل سؤال  می
 1تجزیه و تحلیل سؤال  .84جدول 

 درصد فراوانی نوع

 %77 74 پاسخ درست

 %56 61 پاسخ نادرست

 %0 0 بدون پاسخ

 %100 101 جمع

 پاسخ  سؤالبیش از نیمی از دانش آموزان به این دهد  نشان می 14شماره  جدول طور کههمان

رفت به کمک نمودار تابع و استفاده از شهود داده اند. این در حالی است که انتظار مینادرست 

این است که  سؤالنکته دیگر در تحلیل این بیشتر دانش آموزان پاسخ صحیح را شناسایی کنند. 

ممکن است برخی از دانش آموزان در درک نمادها و علائم ریاضی با مشکل مواجه باشند و در 

 از آنان خواسته است درک نکنند.  سؤالنتیجه آنچه را 

 پاسخ به سؤالات تحقیق 

 آموزان سال سوم متوسطه چه درکی از مفهوم حد دارند؟ دانش. 8

با توجه به که درک مفهوم حد برای دانش آموزان دشوار است.  دهدمینتایج این تحقیق نشان 

در پاسخ به سؤالات مفهومی آزمون، محاسبۀ حد از روی نمودار،  دانش آموزان های تحقیقیافته

بیشتر دانش آموزان در ارائه ند. ه اتعیین مقادیر تابع و تشخیص پیوستگی، عملکرد خوبی نداشت

و زبان خود ناتوان بودند. این در حالی است که امروزه زمان تعریفی برای حد در قالب جملات 

       این محاسبات را شود و اتفاقاًپیچیده می ی نسبتاًهابسیاری در مدارس صرف محاسبه حد

 تعریف حدآموزان برای  دانش مورد استفادهاکثر جملات  دهند. دانش آموزان به خوبی انجام می

پاسخ به سؤالاتی که محاسبۀ حد از  . دره استو بدون ربط به مفهوم حد ارزیابی شد امعن کاملاً بی

توان  که میطوریهاست، ببوده روی نمودار مدنظر بوده، باز هم درصد پاسخگویی بسیار پایین 

آموزان درک خوبی از مفهوم حد ندارند که این  نتیجه گرفت در تفسیر حد از روی نمودار، دانش

زمانی  همچنینکند.  نهایت و هم برای حد تابع در یک نقطه صدق می مطلب هم برای حدهای بی
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ه باشد، خواسته شده تابعی مثال بزند که در یک نقطه خاص، مقدار خاصی داشت یآموز که از دانش

توان به طور خلاصه می ارائه شده گویای درک درستی از مفهوم حد نبوده است.باز هم اکثر توابع 

 گفت که درک دانش آموزان از مفهوم حد متکی بر تصور مفهومی آنان است. 

باشند. آنها با تأکید بر متکی ای  آموزان در محاسبۀ حدود توابع تمایل دارند به دانش رویه دانش

ای و درک ابزاری به کمک قواعد و دستورهای حد، توانایی محاسبۀ حدود توابع را به  رویه دانش

صورت جبری دارند ولی اکثر آنها درک مفهومی و عمیقی از حد ندارند. آنها در پاسخ به سؤالات 

 میانپذیری  و توانایی دستکاری و انعطاف نداز خود نشان نداد مناسب یمفهومی عملکرد

آموزان از مفهوم حد دارند این است  ندارند. درکی که دانش ی مختلف مفهوم حد توابع رابازنماییها

 ،توان با استفاده از دستورات و قواعد محاسباتی که برای حدهای مبهم که حدها را همواره می

  نهایت وجود دارد محاسبه کرد. در صورتی که فهم عمیق حد  نهایت و حد در بی حدهای بی

آموزان به آن دست  که اقلیت دانش است دیگر یبرای درک ریاضیات سطوح بالاتر چیزشرطی پیش

 کنند.  پیدا می

 آموزان سال سوم متوسطه در مورد مفهوم حد چیست؟  های رایج دانش بدفهمی .2

آموزان از مفهوم حد و پیوستگی است.  نگر درک ناقص دانشانتایج حاصل از این تحقیق نمای

مقدار تابع و حد آن، الزامی دانستن وجود مقدار  میانعنوان یک مرز، عدم تمایز  تعبیر حد تابع به

درک نادرست از غیر قابل دسترس دانستن حد یک تابع، تابع برای وجود حد آن در یک نقطه،  

نهایت، ناتوانی عدم درک مفهوم بیبه کار رفته برای تعریف حد، ی هاو نمادزبان و  اصطلاحات 

 مفهوم درک در آموزان های دانشو بد فهمی مشکلات تابع به کمک نمودار آن ازدر تفسیر حد 

عدم درک  مثلاً. گرددمانند تابع برمی یمفاهیم دیگردرک به  هم مشکلاتبرخی از . است حد

خود مانعی بر سر درک مفهوم  ی مختلف یک تابعهابازنمایی میانناتوانی در ارتباط مفهوم تابع یا 

 ارائه شده است. 17آموزان در جدول  های دانش توزیع بدفهمی حد است. 
 آموزان شرکت کننده در تحقیق های دانش توزیع بدفهمی .82ل جدو

 تشریح آن درصد فراوانی نوع بدفهمی شماره

 این بدفهمی را نمایان کردند. 1و  4و  6و  7 هایآموزان در پاسخ به سؤال دانش %70 حد و نمادها 1

 این بدفهمی را نشان دادند. 7و سؤال  7قسمت  1آموزان در پاسخ به سؤال  دانش %77 حد و حرکت 7

 مشاهده شد. 7قسمت سوم و سؤال  1این بدفهمی در پاسخ به سؤال  %45 حدِ غیر قابل دسترس 4

 مشاهده شد.  1و  4و  6و  7قسمت اول و سؤالهای  1این بدفهمی در پاسخ به سؤال  %50 حد و جایگزینی 7

 این بدفهمی را نمایان کردند.  7موزان در پاسخ به سؤال آ دانش %49 نهایت حد و بی 5

در تفسیر نمودار تابع و تعیین   1و  4و   6و  5و  4در پاسخ به سؤالات   آموزان دانش %57 حد و تفسیر نمودار 6

 حد از روی آن این بدفهمی را نمایان کردند. 
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 گیرینتیجهبحث و 

ها در زمینۀ مفهوم حد تابع  بندی بدفهمی تحقیق تشخیص، توصیف، تبیین و دستههدف این 

باورها و توان نتیجه گرفت که  آموزان، می با توجه به بررسی پاسخهای دانش. ه استبود

تقسیم  گوناگون  چند دستهآموزان به  های ایجاد شده در مورد این مفهوم در ذهن دانش بدفهمی

دانش آموزان درباره مفهوم حد از این در میان های رایج رها و بدفهمیباو ترینمهمد. نشو می

     حد به سادگی با جایگزین کردن مقدار نقطه در تابع »، «حد غیر قابل دسترس است.» قرارند:

حد و مقدار تابع » و «حد یک مرز برای تابع است» ،«یندی متحرک است.آحد فر»، «آید. دست میهب

ایجاد کرده و  حد آموزان مانعی برای درک مفهومی ها در ذهن دانش بدفهمیاین  . «یکی هستند

و  معمولیاز مفهوم حد نداشته و محدود به روشهای  مناسب یآنها درک است که شده سبب

 مند باشند.  قاعده

که ها در تحقیق خود اشاره کرده و معتقد است  ( نیز به این نوع از بدفهمی1991ویلیامز )

تابع  آموزان دانند یا به عقیده برخی از دانش همواره مقادیر تابع و حدها را یکسان میآموزان  دانش

باید در یک نقطه تعریف شده باشد تا در آن نقطه حد داشته باشد. همچنین به عقیده کوتریل و 

کنند که مفهوم حد غیر قابل دسترسی بوده، در حال تغییر  آموزان تصور می دانش ،(1996همکاران )

( نیز 7005ها در تحقیق جوردان ) ت و با مفهوم حرکت گره خورده است. این نوع بدفهمیاس

 مشاهده شده و به ثبت رسیده است. 

های شهودی و تصاویر ذهنی هستند  آموزان از قبل دارای ایده در آموزش و یادگیری حد، دانش

 ای که کارنو عانی محاورههای شهودی و م اند. این ایده دست آوردهههای روزانه ب که از تجربه

آموزان ایجاد  کند، قبل از هر آموزش رسمی در دانش یاد می 1عنوان مدلهای ذهنیاز آنها به  (1991)

د، نشو شود، ناپدید نمی خلاف آنچه تصور میهبها  شود. در زمان تدریس مفهوم حد، این ایده می

د و به شکل نشو د یا اصلاح مینکن تغییر می شوند ومیدست آمده مخلوط هبلکه با دانش تازه ب

 .دنشو آموزان تثبیت می مفاهیم شخصی دانش

کند، مربوط به درک ناقص آنها از  آموزان بروز می هایی که در زمینه حد در دانش بدفهمی برخی

یک تابع توانا باشد،  گوناگونآموزی در تبدیل انواع بازنماییهای  ؛ اگر دانشبوده استمفهوم تابع 

حد را که آموزی  دانشهمچنین  تواند در محاسبه حد از روی نمودار موفق عمل کند. حتماً می

زبان مورد استفاده در کتاب درسی در توان می این بدفهمی را دلیلکند،  غیرقابل دسترسی تصور می

                                                           
1. Mental models 
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و مانند آن  «رسد. ن نمیشود ولی هرگز به آ نزدیک می»برای توصیف حد با بیان عباراتی همچون 

در  f(x)پندارد که تابع  آموزی که تصور حرکت از حد دارد، در ذهن خود می دانش .کردجستجو 

یا در زمانی که   .همواره ادامه داردحال نزدیک شدن به مقدار حد خود است و این نزدیک شدن 

و اگر  ای تعریف شده باشد تا در آن نقطه حد داشته باشد آموز عقیده دارد تابع باید در نقطه دانش

مناسب از  ه اینداشتن طرحوار دلیلای ناپیوسته باشد در آن نقطه حد ندارد، به  تابعی در نقطه

  .تعریف حد و پیوستگی است

آموزش این مفهوم  ۀآموزان نحو دانش میانها در  دفهمیبه وجود آمدن انواع ب از عوامل مهم   

 ۀهای تدریس و نحو ای به جای دانش مفهومی و همچنین شیوه است. تأکید آموزش بر دانش رویه

های  بیان مفهوم و عدم انطباق روش تدریس با روشهای نوین آموزشی و عدم آگاهی از بدفهمی

که  هستندآموزان از عواملی  احتمالی در حین تدریس و عدم توجه به سطح یادگیری پیشین دانش

 با ورزی دست برای( 1) که کندمی ادعا( 1914)وینرند. نک آموزش مفهوم حد را دچار مشکل می

 هنگامی)مفهومی تعاریف (7)و مفهوم تعریف یک نه و دارند مفهوم تصور یک به نیاز افراد مفهوم

 است ممکن حتی یا مانندمی باقی فعال غیر( شودمی معرفی تعریف یک وسیله به مفهوم که

بنابراین . شودمی خوانده فرا که است مفهوم تصور همیشه تقریباً تفکر فرآیند در. شوند فراموش

( هم بیان کرده اند 1914( و وینر)1911گونه که تال)همان مناسب برای آموزش یک مفهومروش 

تصوراتى منسجم از  وردن تجربیات غنی و ساختنآدست هبراى ب متعدد ىهاآن است که ابتدا فرصت

از این  .شودسپس برای آن مفهوم تعریف رسمی ارائه  ،دانش آموزان فراهم شود براى مفهوم یک

ی آموزشی معلم نقشی اساسی و تعیین کننده در قابل  درک ساختن هامنظر کتاب درسی و دیدگاه

 مفهوم برای دانش آموزان دارند.

پرداختن به تحقیقاتی در زمینه تدریس و یادگیری هر مفهوم در ریاضی، مانند مفهوم حد     

ستفاده از این راهکارها به درک بهتر و ارائه راهکارهایی برای تدریس شود و ا هتواند منجر ب می

فرآیندهای شناختی که در فراگیری بررسی نجامد. های آنها بی موزان و کاهش بدفهمیآ تر دانش عمیق

و  هاآن اصلاح هایی برای ارائه شیوهها بر یادگیری حد و  نقش بدفهمی، مطالعه مفهوم حد نقش دارند

برای تحقیقات  ی مناسبتوانند موضوعاتآموزش حد می و تدریس برای بررسی و ارائه راهکارهایی

 بعدی باشند.
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